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Ueber die Auflösung' der numerischen Gleichungen. 

Schon im vorigen Jahrhundert, als sich noch die ersten Analytiker, ein Euler 
und Lagrange, mit der allgemeinen Auflösung der algebraischen Gleichungen 

beschäftigten, nahm die andere Aufgabe, nämlich eine näherungsweise Berech¬ 
nungsart der Wurzeln einer numerischen Gleichung zu finden, die Aufmerksam¬ 
keit der Mathematiker in Anspruch. Die Auflösung der Gleichungen des dritten 

und vierten Grades liess vermuthen, dass, wenn man auch eine allgemeine Me¬ 
thode, Gleichungen jedes beliebigen Grades aufzulösen, gefunden habe, dieselbe 

zur wirklichen Berechnung der Wurzeln einer numerischen Gleichung so gut wie 

unanwendbar sein würde. Sind ja doch die Formeln, vermittelst welcher man 

die Wurzeln einer cubischen oder biquadratischen Gleichung aus den Coefficient 

ten derselben bestimmt, so beschaffen, dass sie entweder gar nicht angewandt 
werden können, was in den sogenannten irrcducibeln Fällen stattfindet, oder doch 

zu beschwerlichen Rechnungen führen. Seitdem nun aber Abel die Unmöglich¬ 
keit einer allgemeinen Auflösung der Gleichungen strenge nachgewiesen hat, ist 
das Bedürfniss einer Methode, die Wurzeln einer numerischen Gleichung an¬ 
nähernd zu bestimmen, noch mehr hervorgetreten und hat zu den vielfachen 
Bemühungen der Mathematiker in den letzten Jahrzehenden, die bezeichnete Auf¬ 

gabe vollständig zu lösen, Anlass gegeben. 
- i Lagrange *_) fasste dieselbe zuerst in ihrer Allgemeinheit auf, uud während 
man sich früher darauf beschränkt hatte, nur die reellen Wurzeln zu bestimmen, 

, , '< ' ‘ ' . : '.u/' ; I! u! . nX . . l 

') Resolution dos equations Numeri,»es im Anfang sagt er: litant kl (inner une Equation iiumenqac 

sans auenne notion de fa grandeur ni de la nature do ses meines, en trouver les valours nurodriques 

cxactes s’il est possible, ou aussi approchdes qu’on voudra. 



zog er auch die imaginären Wurzeln mit in Betracht und Avar der Erste, wel¬ 

cher eine vollständige Methode, alle Wurzeln einer numerischen algebraischen 

Gleichung zu berechnen, gab. Zu dem Behufe wandte er eine Hülfsgleichung, 
deren Wurzeln die Quadrate . der Differenzen von je zwei der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung sind, die sogenannte Gleichung der Differenzen, an, welche 
man immer aus der vorgelegten Gleichung zu berechnen im? Stande ist wenn 

diese zu den algebraischen gehört. Es führt aber die Bildung derselben zu weit¬ 
läufigen Rechnungen, sobald der Grad der ursprünglichen Gleichung nur einiger¬ 
massen beträchtlich i ist j i indem die Gleichung der Differenzen vom "-^"-- ten 

Grade wird, wenn n den Grad der aufzulösenden Gleichung bezeichnet. *) Zur 
Bestimmung der reellen Wurzeln hat man nun freilich nicht nöthig die Glei¬ 

chung der Differenzen vollständig zu berechnen, indem man hierzu nur die untere 

Grenze ihrer positiven Wurzeln zu kennen braucht, welchewie Lagrange ņ) 

und Cauchy ***) gezeigt haben, auch berechnet werden kann, ohne die Gleichung 

vollständig zu bilden. Dieses ist aber erforderlich, wenn man die imaginären 
Wurzeln sucht, da aus den negativen Wurzeln der Gleichung der Differenzen 
die imaginären Theile derselben gefunden werden. Ist c also auch die Methode 

von Lagrange immer anwendbar, und fuhrt dieselbe auch stets zum Ziele,'so 

konnte man sieh dennoch in der Praxis nicht mit ihr begnügen, da sie meisten- 
theils langwierige Rechnungen erfordert. ’Ausserdem lässt sie die Berechnung 
der Wurzeln transcendenter Gleichungen, welche zur Lösung mancher Probleme 

in der angewandten Mathematik erforderlich ist, ganz unberücksichtigt- Beiden 
Uebelständen haben spätere Mathematiker durch andere Auslösungen zu begegnen 
gesucht; wie weit es ihnen gelungen ist, soll:im Folgenden nachgewiesen werden. 

Betrachtet man sämmtliche Methoden, welche seit Layrange zur approxi¬ 
mativen Berechnung der Wurzeln einer numerischen Gleichung aufgestellt sind, 

mit Rücksicht auf das Prinzip, welches bei ihnen zur Anwendung gebracht ist, 

*) Den Rechnungsauswand bei der Bildung der Gleichung der Differenzen hat Griffe, die Auf- 

ösiui" der hühern numerischen Gleichungen, Zürich 1837, Seite 6 ff., vollständig nachgewiesen. 
° - ' (*. 

**) Resol. des dquat. num. note 4- 

***) Analyse algebr. note Z 



■so,'unterscheidet; man leicht ein zwiefaches. [»»Einmal suchte man zuerst die işşuiķ- 
zeln zu trennen , d. b. .Grenzen für jede derselben anzugeben,- zwischen'welchen 

nur sie allein enthalten ist,- und dann vermittelst einer Näherungsmethode ihre 

Werthe mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit zu bestimmen,; oder man 
wandte zur Berechnung der Wurzeln solche symmetrische Functionen derselben 
an, die sehr hohe Potenzen der Wurzeln enthalten, so dass die folgenden Glie¬ 

der dieser symmetrischen Functionen gegen das erste ş , in welchem şe grössten 
Wurzeln vorkommen’,1 ‘'verschwinden', wodurch man zu einfacheren Gleichungen 

zwischen den Wurzeln gelangt und diese aus denselben der Reihe nach bestimmt. 
Das erste Prinzip! findet schon in der Lm/ran^re’scheu Methode bei Berech¬ 

nung der reellen Wurzeln Anwendung;, indem, man für .v in den ersten Theil 

der Gleichung f (x) zz 0 solche Werthe substituirt, die in einer arithmetischen 
Progression fortschreiten, und deren Different gleich oder kleiner als die kleinste 

Differenz je zweier Wurzeln der gegebenen Gleichung ist, erhält man für jede 
reelle Wurzel zwei Grenzen, zwischen denen sie allein liegt, und diese Grenzen 
lassen sich daran erkennen, dass für dieselben f (x) Werthe mit entgegen¬ 
gesetztem Vorzeichen erhält. Man muss aber meistenthcils viele Substitutionen 

vornehmen, die keine Grenzen einer Wurzel ergeben, was namentlich dann statt¬ 

findet, wenn zwei oder mehrere Wurzeln um ein Geringes von einander ver¬ 
schieden sind, und andere dagegen von diesen weit entfernt liegen. Um nun 
diese nichts zur Berechnung der Wurzeln beitragenden, daher überflüssigen Sub¬ 

stitutionen zu vermeiden, ist es nöthig ein Kennzeichen zu besitzen, mittelst des¬ 
sen man bestimmen kann, wie viele reelle Wurzeln zwischen gegebenen Grenzen 

liegen ■" Es giebt zwei Theoreme, mit Hülfe welcher man anzugeben im Stande 
ist, eines Theils, wie viele reelle Wurzeln zwischen gegebenen Grenzen höchstens 

enthalten sind, andern Theils, wie viele wirklich zwischen den Grenzen liegen. 
Beide Theoreme sind in ihrer Allgemeinheit zuerst von Dirksen *) aufgestellt 
worden und erfordern die Auffindung gewisser Hülfsfunctionen, welche bestimmten 

!> »00 1 '»>' '!! 
nr.'lff 

nonoik'iill ’1 II :i‘>ti»! )i.j,vd T<i> uv; u«w.i . »>--> >>-- . *. . „. 
*) Dirksen über die Trennung der reellen Wurzeln reeller numerischer Gleichungen mit Finer Un¬ 

heil minien. Berlin. 1837. ^ Im Obigen sind die Theoreme in einer etwas veränderten Form gegeben; 
. , • ,. fr<» - 

hierdurch ist, wie ich glaube, eine Abkürzung in den Beweisen bewirkt. 

. ļ« Nr'il'f . * 

' .1..-l 
lîM.lìii 'Îlìîl 

1U!*> !t 

hm« 
Ir-.i ■>.!! 



6 

Bedingungen entsprechen müssen, und aus deren Vorzeichen man, wenn in den¬ 

selben für die veränderliche Grösse die gegebenen Grenzen gesetzt werden, auf 

die Anzahl der zwischen diesen Grenzen enthaltenen reellen Wurzeln schliesst. 

Das erste Theorem lautet: it's jS'i'f.uini!-; 

Sind « und b zwei reelle Grössen, und zwar « < b, ferner 

fsxj, fsx), f(xJ > f (x) • • • • f sxJ reelle zwischen den Grenzen 

a un d b continuirliche Functionen der Art, dass: 

ibfIT 

1. wenn eine derselben, z. B. f(xj, für einen zwischen a uņd 
<? 

b liegenden Werth c verschwindet, nnd w unendlich klein 

angenommen wird, f sc— w) und fsc — OJj entgegengesetzte, 
p+i 

dagegen f(c-\-wJ und f(c-\-w) gleiche Vorzeichen haben, 
*jJ.».nifd;l c::> •. .ur ja • ublg. tvrsyu i r 

: 2. f(x) für keinen Werth zwischen « und b verschwindet, 

'jr-:;*,}' r.:::; ì{ -- . «feiXB’llJ) 1T*7X a illjjï 

also stets dasselbe Zeichen behält, 
\ '«t'-nbv.ib •iül ?;■* ,«»"Lîņods^ ' u'jim ' 

3. die Gleichung f (x) ~ 0 zwischen «.und 6. keine gleiche 

Wurzeln hat, ■ - .. ( . ^ ...... .f 

und bezeichnet im Allgemeinen JV die Anzahl der negativen 
*iHp«nni) sin? > « 

Glieder! n der Reihe: avd>n« beu , i.n.t-: »»abuid»« 

f (xj . f (x), f sxj . f (x), f (x) . / (x).f (xj. f sx), nib 
1 1 2 2 3 n — ln 

so ist iV— N — Nt -j- 2L, wo m die Anzahl der zwischen a und b 

liegenden Wurzeln der Gleichung f sxj — 0,; und k irgend eine 

ganze positive Zahl, die Null mit eingeschlossen, bedeutet. 

Zuerst lässt sich leicht darthun, dass die Anzahl der negativen Glieder 
obiger Reihe, wenn’x alle zwischen a und b liegenden Werthe durchläuft, nie 

zunimmt. Denn die Glieder der angegebenen Reihe können, weil sie continuir¬ 

liche Functionen sind, nur dann ihr Zeichen ändern, wenn sie verschwinden, 

oder, was dasselbe ist, wenn eine oder mehrere der bezeichneten Functionen 

gleich Null werden. Wenn man den Fall ausnimmt, dass f sxj allein verschwin¬ 

det, so müssen immer wenigstens zwei Glieder und zwar zwei auf einanderfol- 



gentle auf einmal Null werden; von diesen kann nur das erste vom Positiven 

zum Negativen übergehen, also bei seinem Durchgang durch Null die Anzahl 
der negativen Glieder vermehren; das zweite oder die andern, wenn mehrere auf 
einanderfolgende Glieder verschwinden, gehen vermöge der ersten Bedingung, 

denen die Functionen unterworfen sind, vom Negativen zum Positiven über und 

heben jedenfalls den etwa durch das erste verschwindende Glied bewirkten Zu¬ 

wachs der negativen Glieder auf, so dass nie, wenn mehrere auf einanderfolgende 
Glieder in obiger Reihe verschwinden, indem .r von a bis b wächst, die Anzahl 
der negativen Glieder zunimmt. Es bleibt nun noch der Fall übrig zu betrach¬ 

ten, wenn f(x) allein verschwindet, dann geht auch nur das erste Glied f(x) . f(x) 

in Null über; da dasselbe aber hernach positiv wird, so kann hierdurch auch die 
Anzahl der negativen Glieder nicht vermehrt werden. Es folgt also allgemein, 

dass die Anzahl der negativen Glieder, obiger Reihe, wenn * alle zwischen a 
und b liegenden Werthe durchläuft, nie zunimmt, sondern entweder unverändert 
bleibt oder abnimmt. Weil aber ferner das Product sämmtlicher Glieder obiger 
•vjjJh U'iil'j T;I» 'jfttllllHS Ölfoi'J /f î * ~r - - . ~t~ - ~r w T r num " 

Rcilic * 

* (fêp* 'l(x) ' '7' 

alle Functionen bis auf die erste und letzte im Quadrate enthält, so bleibt das 

Vorzeichen desselben stets unverändert,' wie viele der mittleren Funktionen auch 

ijhr Zeichen ändern mögen, und eine Aenderung m Vorzeichen desselben tritt 

nur dann ein, wenn s (x) verschwindet, weil f(x) der zweiten Bedingung zufolge 

Stets dasselbe Vorzeichen behält. Hieraus geht hervor, dass die Anzahl der ļ 

gativen Glieder in .den Intervallen zwischen « und .h, innerhalb [ welcher, keine 

Wnrzel) der Gleichung f (x) tq 0 liegt, wenn x beständig wächst, entweder un- 

Yfŗändeļ-tKbleibtļ oder itm eine grade Zahl abnimmt, dagegen, sobald» aņch./(xX 
^eŗschwjņdet j., ļļm^èine iungrade/Anzahl • verminderjt wird. Man hat stvmnaeb» 

wenn die m Wurzeln der Gleichung / (x) — ,Q zwischen den; Grenzen, « und b 

-ş.bezeichnet dWfe® *idr.i»ii«rnni<l rih Jätihs iIw. J;.«! wi' 
1 2 3 

vjhi'tl bni« »ihi'fl ia ><■ Ab «:i7 .t£?| .«Vimranl>?» «noitBujA ( 

! !»I >Mb gnu».iOnJ. ,ii, N»t ,,-iüi ;(nf»v>w I >?»!>!! ■ 1 »I >üli " >!'!-> 



t-')7 no/itiso*! tm>f a»:b um «^şiķ_®£72in',^mw ^,s^- buuiii-r ìiir allst 

libîxfi/ oib Hu/I ilaiuL jjifirjjibrifcfl j ; i*id ^<ks: f iiubrjiTidii «antun«»/! mui 

"iuii á’i'jiiîom anfi'H tnrjhnc «*ib jyh.2_ptjyu.i tüf* a’,'r' ''"bad«> ii!»,:!? »-»«, •*•»£» 

rj;ui;;;tiiiri*j?l italftM *nb agötiHO /*-i^nIrr^^Yi-iftuix?!i8-ia, •»obail*) '>!»»•> 

btt« T>dü mviliaoMf mux «*-» /i1,/V^_tu<>/V > 2a-h°«',,|l,iu u‘)noi!‘»nuri **if> „>i,,b 

-ik\, noJJ'ii'Mail h »ilO aliirdjuîwil'iļ^f’i' aijTy* yy,li il^-iub i:riJa mb ftlbdr.ab »ş nodsd 

abno'gldlaofinKuia luir oiaidaui lurtn . nn «oft #!«« vib'iifD ti:)7itf:g:m •nb ftil'jtrif 

Mr.xn/i *;ih ä ftid » Jio^y \_i”-jyjJ .1—; 24’-l'lia/l •rrjji'Jo ui vdrjilD 

-Jainlad u.v ļjļiidii Hir'd aafi tl’ion^jitYu its«-“! ^rïumimix •labailr) »mittigau aas» 

1y'Î\ . \yS\ bail'd alftrj ?»ļ> nin jļym—bļşş **t*2sfc» 24*bm','d o.'iar iiial!« ^i.\\ nfia« .*;ol 
j -ş- ot & 2m 

•jil» ilau« lîa'iijbaaiîi Uliiîil 08 /ilift-.u d-oamd 'îOļb: 'idl'iftftcb I b p'nîii lln/î Uļ 
wo L, z,rz , , . .z- irgend welche ganze Zahlen von 0 an bedeuten. Durch die {mai|TO’jgUij tVjn !“ļj>î «•..< »uaiviaw^PutüifivjY jJTyiii i'jnatU» iio/ib>g'»il ;‘>i> inr.\n./i 

Addition dieses Systems von Gleichungen erhält man:'r.'jem •mb Idi.ad» rood» 

Jiabiiiii'jYOii ş»'.2 ~’(z vj-oits şuslllşob /uî.Ii'ş/zuj^uirry/iil 4 him 

nnido 'ir)h•)\i^)av)i{:)ihut^nü^f,, liuboi*! ob iiiovA Tidn JiaV/I, .iunumdn i'iho Jjiaid 
nî-ļ-ï-ļ-î-)-,..-ļ-ï , welche Summe der eben über 

: -nihil 
oder, wenn man 

2, 2, 2 . . . 2> gemachten Annahme zufolge, irgend einer ganzen positiven Zahl, 
12 3 2m 

die, Null mit eingeschlossen, gleich ist, durch, k bezeichnet, • ,>;» 

dam: nanoildan'l icrvdniiu 'ät'ji *?*:vfv.^?/uii ft.Ialft studbiftft'ib uad >i ».v io / 
a b 

3, n! Den ^ Bedingurigenwelchen nach diesem Theoreme ' dia Hülfsfunctionen 

f (*), f(x), f (x) j - • . / (x) unterworfen sind, entsprechen die Differcntiahjuö-, 
12 3" 

tìeritèh' dès : ersten1 Theils der Gleichung/fol — Ö.' *' '1stu diese algebraisch, ^ s'd 

gelangt' mandurch successives DilTercntiiren zu einem coristanten Differential» 

Quotienten, der also ' sein Zeichen nicht ändert und daher für jedwede Grenzen 
als letzte''iiülfsfunction dienen bann; wenn die Gleichung dagegen zu den trans¬ 

cendenten gehört, so muss man hei einem solchen Disscrcntialquotienten stehen 
bleiben, der zwischen den gegebenen Grenzen sein Zeichen nicht ändert. Fou¬ 

rier *) hat sich zuerst der Diffcrentiahjuoticnten zu diesem Zwecke bedient, und 

') Analyse des equations dc'terinine'es. Paris, 1831. Von diesem ausgezeichneten Werke sind leider 

nur die beiden ersten Bücher vollendet worden; diese betreffen die Auflösung der algebraischen Glei- 



gezeigt, dass man aus der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe , derselben 
Schliessen bann, wie viele reelle Wurzeln höchstens zwischen gegebenen Grenzen 

liegen können. Er hat aber nur eine Anwendung davon auf die algebraischen 

Gleichungen gemacht; es ist jedoch von Stern*') die Methode Fourier’s nach 
dessen Andeutungen auch ant die transcendenten Gleichungen ausgedehnt worden. 

Während man vermittelst des ersten Theorems nur eine Grenze für die 

Anzahl der reellen Wurzeln, über welche diese nicht hinausgeht, findet, wird 

auf analoge VVeise durch ein zweites Theorem diese Anzahl selbst bestimmt. 
Es ist folgendes: 'ii5i .-»!"" »v-.-nc d- 
NSN'»:<!:»U 1 rJi oM'niruu I'd»>> ONO Uli'ļ" . !<! odhi-'-ülr ükii , itohuiod'r.or 

a """ ö zwei reelle Grössen, und zwar a < b, ferner 

f Cx)} f 00 r I (x) > f (x) . • . . f sxj reelle zwischen den Grenzen 
I > - 1 2' Z u • ,'t iv:h, ly.imwsO'V»/ . nur. O! , H-jumifurj 

-za und b continuirliehe Functionen der Art, dass: il.l in! 

1. wenn'eine derselben, z. B. /*(*)> für einen zwischen a und 
.0 t- UV\ l»nw ,In ' .WY\ rU'\A . l-.»iA ihöliniiii A-AA . GA V sum GY\ i A \ 

»ri jjfo 
1l 

1 •*-i ,\T’i \. \-t.\ \ . il'Ôlimui -VM I . VM \ MfUI \l.) \ . \J.) \ 
b liegenden Werth c verschwindet, und w unendlich klein 
angenommen wird, sowohl fsc — w) und fsc — w), als auch 

l.ru f..\ V —1 

VA A hm. I AA . i7V\ 

icur 

hnoadii' 

or 9îïî:wa«iW'}'o-tn;» U) \ h{w VM •gtur;:n<e*iH.-r»h •?. nur 

t(c-\-w) und / sc-j-oi) entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
'TTulii IO/ij,Jmiix n-oîji*»«! :«»f h «mi t <.:!> ,d-.g -.-I'uļttiļ 

,sl»â- einen I zwischen a und b liegenden Werth 
-:, j '>i ) e ..verschwindet, s(c — co) und f(c— ui) entgegengesetzte, da- 

v)*Ti gegen fsd-j-oj) lind f (c + w) gleiche Vorzeichen haben; dm-i 
non „m 

-Al K 

J. L y,/:> r ;<;mi'«iuii*;»{l «oli-.'.'x -,-ih 'imifo o t C?.Y\ . < ÔA. [■,'!»> 
,>. f (x) lur alle Werthe von .v zwischen a und b das Zeichen 

nieht ändert,' u " uio odi->8 :»ih i'oüio/ :>lit;l II'. ^)ih ni hki» »dii 

4. die Gleichung f (x) — 0 zwischen den Grenzen 'a,',ûnd1‘Ì 
keine gleiche Wurzeln hat, 0 - UV\ -muh» 

chungen; über «len Inli.ilt der folgenden fünf Dueber but Fourier nur Andeutungen gegeben in dem Ex¬ 

pose syiioptiquei Webber sieb 7,11 Anfang des Werkes befindet. Das fünfte 15ach sollte von den trans¬ 

cendenten Gleichungen handeln. Den Zcichcnwcchseln bei F«iuricr entsprechen im Obigen die negativen 

Glieder; denn zwei Grössen, deren /eichen einen Wechsel bilden, haben ein negatives Product. 

') Ueber die Auslösung der transcendenten Gleichungen in Grelle Jottrn. f. r. u. n. Math. Bd. 22. 



und bezeichnet im Allgemeinen N die Anzahl der negativen 

Glieder der Reihe: 

s(xj.f(x), fsxj.f(x), f(x).f(x) f(x).fsx), 
n — 1 

so ist iV— iV = rn, wo m die Anzahl der zwischen a und b 

liegenden reellen Wurzeln der Gleichung fsxj — 0 bedeutet. 

Der Beweis ist dein des ersten Theorems ähnlich. Es hörnten hier eben¬ 

falls die Glieder der angegebenen Reihe nur dann ihr Zeichen ändern, wenn sie 

verschwinden, oder, was dasselbe ist, wenn eine oder mehrere der Functionen 

gleich Null werden. Gehen nun eine oder mehrere derselben, die erste f (x) 
ausgenommen, in Null über, verschwinden also wenigstens zwei auf einander 

folgende Glieder der Reihe, so bleibt die Anzahl der negativen Glieder unver¬ 

ändert. Denn das Product von je zwei auf einander folgenden Gliedern, z. B. 

f (x) - s (x) und f (x) . f (x)j nämlich f(x) . f sx)2 . f sx), ist, wenn f (c) ~ 0, 80- 
0 —1 e eti o + l ? —1 <? k + l e 

wohl für c — oo, als auch für .r = e + W, negativ, weil für beide Werthe 

von X der ersten Bedingung zufolge f (x) und f (x) entgegengesetzte Vorzeichen 
e —1 e+* ' 

haben; also geht das eine Glied vom Positiven zum Negativen über, während 

das andere positiv wird; und der Zuwachs der Anzahl der negativen Glieder 

um eins durch die Zeichenänderung des einen Gliedes wird durch die Zeichen- 

änderung des andern aufgehoben. Sobald aber s(x) verschwindet, geht das erste 

Glied fCx).f(x) vermöge der zweiten Bedingung vom Negativen zum Positiven 

über, und in diesem Falle verliert die Reihe ein negatives Glied. Man bat da¬ 

her, wenn x, x,x .. . . x die zwischen a und b liegenden Wurzeln der Glei- 
12 3 m 

chung f (x) — 0 sind, 

diese Abhandlung zerfällt in drei Abtheilungen. Zuerst ist eine Kritik der früheren Methoden zur Aus¬ 

übung der transcendenten Gleichungen gegeben; dann folgt eine vollständige Ausführung der Fourier’sche* 

Methode und zuletzt sind Anwendungen von derselben auf mehrere Beispiele gemacht. 
a) 
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und durch die Addition dieses Systems von Gleichungen erhält man: 

. jV — N — m. 
’ a & 

Wenn f (x) ~ 0 eine algebraische Gleichung ist, so lassen sich leicht aus 

f (x) andere Functionen herleiten, welche den Bedingungen des letzten Theorems 

entsprechen und daher zur Bestimmung der Anzahl der Wurzeln zwischen be¬ 

stimmten Grenzen als Hülssfuuctionen angewandt werden hönnen. Bildet man 

nämlich f(x), f(x), f(x) . . . f (x) aus s(x) und s (x) ) durch successive 
2 3 4 » 

."r ... d-.m: d > - '.><>-! .«ruunut^j.! -.V .rļ 
Division so, dass: 

" /r-.-n nnv.t , u-:!><<*>min n---> 
- ^ ’ f (x) - Q f(x) — f(x 
Ji:n noch •ìî>.-:u,'u 

fCx) = Q f (x) — f(xX'>Hr>ï "-ļ' 
2 . 

3 3 4 

..... ... if. - I- do . us Vitt« 
1 f(x)-Qf(x)r-J‘(x) . 

ist wo Q, Qi Q u. S. w. ganze rationale Functionen von x bedeuten, und setzt 
* : , 1 î ,2 , .Ş ļ' ... * fMl* r' '• < i ■ i 5 • ‘ , «tlJlivS itk/ ) iv■; Ì 5 îl'l': r U l»*t » 

die Divisionen so weit fort, his der letzte Best f(x) eine constanlc Grösse wird, 

*) f (x) l»cdcutet liier nach der Lagrange’schcn Be/cichmingsart den ersten Dissercntialquoticntcn 

von f(x). 



welcher Fall stets eintreten muss, da die Reste von immer niedrigerem Grade 

werden, so haben die Functionen f (x), f'(x), f (x) . . . f(x) die verlangten 
ŗ . -r f 2 n 

Eigenschaften. Die Anwendung dieser Functionen zur Berechnung der Anzahl 

der reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung zwischen gegebenen Grenzen 

rührt von Sturm *) her. Statt nach den fallenden Potenzen von x die Divisio¬ 
nen anzuordnen, bann man auch umgebehrt dieselben nach den steigenden Po¬ 

tenzen vornehmen und f (x), f (x) . . f(x) so bestimmen, dass: 
2 3 y - n 

f (x) - Q f'(x) — .r2 f(x) 
o 1 V. 2 

f (x) — Q f(x) — -r2 f (x) 
2 2 3 

f (x) — Q s (x) — x*f(xju 
\ 3 3 __ ■/ / 

: ticiu ilcH'o !:■!*/. -»ih i; !sf« 

Jitji'i! .lril« ii.i j>î f(x) - Q f(x) 
'1 n — 2 

X2 f (x) 
.i: "cd cid 

0 r" W-V\ invrfi - 

o'oioU- en's 'rfiïîiîi. V 's.) ^ 

wird, indem Q, Q, Q u. s. w. wiederum ganze rationale Functionen von x 
1 2 3 

bezeichnen; in diesem Falle gelangt man auch, sobald f (x) — 0 eine algebrai¬ 
sche Gleichung ist, endlich zu einem constanten Reste. Die letzte Art, die 
Hülssfunctionen zu bestimmen, liesse sich auch auf die transcendenten Gleichun¬ 

gen anwenden, wenn man die erste Seite derselben in eine convergent«;, nach 
den Potenzen von a fortschreitende Reihe entwicbelte; und man müsste dann mit 
den Divisionen so weit fortfahren, bis man auf einen Rest Itäme, der sein Zei¬ 

chen zwischen den gegebenen Grenzen nicht änderte. Da aber die Coeslicienten 
der spätern Reste meistenteils so verwicbelt sein würden, dass es so gut wie 

unmöglich wäre zu entscheiden, ob einer dieser Reste zwischen den gegebenen 
Grenzen stets dasselbe Zeichen behielte oder nicht, so ist die Sturm’sche Me¬ 

thode nicht anwendbar auf die transcendenten Gleichungen. Indess für manche 

transcendente Gleichungen entsprechen die DilFcrentiahjuoticntcn auch den Bedin¬ 

gungen des zweiten Theorems; und dann giebt die Anzahl der Zeichenwcchscl 

fs-.rl'i i'tonptfcilr •;> "!iU >• - vH 
*) Memoire sur la resolution des equations numeriques. Mem, present, par iliv. sav. Tom. VI. f 
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m ihrer Reihe, vorausgesetzt, dass man bei einem solchen Differentialquotienten 

stehen bleibt, der zwischen den gegebenen Grenzen entweder stets positiv oder 

negativ ist, nicht allein an, wie viele Wurzeln höchstens zwischen diesen Gren¬ 

zen vorhanden sein können, sondern wie viele wirklich in diesem Intervalle lie¬ 

gen, z. B. die transcendente Gleichung: , „i : ,f 

t X , .r" _ -v3'VA x* '■ _n • >'— o *S 

” (IW + pW , (n[5])^,,J>(n[4])a. 

ist eine solche.. Man hat, wenn man n mal der Reihe nach differentiirt: , 
5>i;h ,•Hur-om-Hl vir» an» , luns «ļO'ļî'-jti i *«• "u • ” 11 * 
(n) n » 

/•Cr) - (-1) r 

-IV * Off : 

,,,, !■ V-hüi oii 
nöö n(»+i)n(i)+nc»+2)n(2) n(»+s)n(3) 

iwd+.n»? (w + a)'\ hu« (w+aA N'ş^'îh 

, sş ì As'*' 

+ n (n -j- 4) n (4) .î.-ķļ •ôf 

(n+l) 
also f(x) — (—1) > 

s r.) %-fc ifa. . . -IW \ • (’*■) \ * (jfc) \ \ • V'-) ^ 
+ 

.V" 

v3 y 4 
r l-. _I __ 

~ n(n+4)n(3) + 110 + 5)11(4) 
" - —M • ‘ 

'î'. ‘5 L • 11 j ļN 

i. :■] 

m/iwii i i’iJ'.x 
l'-u' “‘w r ì * ; & 
und /Cr) - (— 1) [no+2) ~ n(»i+3)n(i) + n(n+4)n(2) 
uit'j// , Halmtiu'i'j/ *««‘J »mi uiux- iviViUeoM MO, 'O) \ . 

+ + .-a .t.J. -lîi. ■ ' : ' : II(«+5)ÏÏ(5) r ll(u + (»)n(4) 

woraus man leicht folgende Beziehung zwischen drei auf einander folgenden 

Differentiabļuotienten herleitet, nämlich: 
'tf ,Nl.lv . < *;io/ .«>»!! ! 

ln) ļ---ş-I> ļ"ş2, 
!'>r:'i«," nrir.v »v-"-tngof: «:»>•, 

;:»l r-i!> • dlmlntini s(x) + (n + 1) s (x) + X f(x) — 0. 

.■,'4' - .• - 's: - /. -vdw> (n + i)~; ^ -'s. 
Aus dieser folgert man nun, dass, wenn f (x) verschwindet, und x positiv ist, 

f (x) und f (x) entgegengesetzte Vorzeichen halten. Es versteht sich von selbst, 

dass dasselbe von den transcendenten Gleichungen f (x) ~ 0, f(x) “0, f(x) — 0 

u. s. w. gilt; die eine derselben, nämlich : 

’) I7(») bezeichnet da* Product aller natürlichen Zahlen bi* n, demnach 17 (n) — 1- 2. 3. 4- - - 
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/•'(*) = 1 - ï + + i 11 î 

; r. J. 

•<i’2 rvAtk* t IT (5) H(4) 

n (2) n ei) ' n (5) n (2) n (4) n (5) 
♦ •I' «?'' . :S-’ •/ -tjn nî'iili; tu'Hi! /ihvi’-m 

... - 0 

kommt in der Mechanik, in der Theorie der Bewegung eines elastischen Mem- 

brans, vor, und ist von Poisson *) behandelt. 

Nimmt man die Hülfsfunctionen f (.r), f (.v), f (x) ■ • . f (>v) im Uehrigen 
1 2 3 » 

eben so an, wie im zweiten Theorem und lässt nur die zweite Bedingung-, dass 

nämlich, wenn f (x) für x — c verschwindet, f (c — öS) und f [c — w) entgegen- 
(r,)il(ö-r*on 'JI! (J2 Jf w j i! (l)U(I ş«î')li . ş u) it ! ' 
gesetzte, dagegen s(c-ļ-u)) und f(c-f-oo) gleiche Vorzeichen haben, weg, so ver- 

! I liert die Reihe: ( Ì ) H. ( • 

/■«•/■(.>•), /»./», {«•/» I. . • /■(■*)•/■(*) 
.1 1 r p. . .. 8 . _ / n T-1 » t.-) ~ \ ('>{,; 

nicht immer ein negatives Glied, wenn f(x) verschwindet, sondern kann auch, 

weil f (x) . f (x) dann eben so gut vom Positiven zum Negativen übergehen kann, 

als umgekehrt vom Negativen zum Positiven, ein solches mehr erhalten, und 

zwar wird die Anzahl der negativen Glieder um eins vermehrt werden, wenn 

f(x) . f(x) vom Positiven zum Negativen, dagegen um eins vermindert, wenn 

f^x') . f(x) vom Negativen zum Positiven übergeht. Ausserdem nimmt die An¬ 

zahl der negativen Glieder weder ab noch zu. Geht nun f (•*) . f (x) m mal 

vom Negativen zum Positiven und m mal vom Positiven zum Negativen über 

innerhalb des Intervalles zwischen a und b, so hat man offenbar: 

iV — rn -1- m — iV, oder N — iV ~ m — ni. 

s (x) 
Es wird aber, wenn s(x) und daher s(x) . f(x) verschwindet, < unend- 

1 f (x) 
lieh, sobald man nur die Bedingung hinzufügt, dass f (x) und f (x) nicht 

;• :Us • .» 

*) Mein, de l’acad. des sciences, Tom VIII, pag. 506- 



gleichzeitig verschwinden dürfen5 und zwar findet hei beiden Grüssen, f(x).f(x) 
> '. . ' ... ķ'. ’i" . r< 1 ' 'î ļ» 'lili'i '*:?); n U <>ii ï I! •’ j; •>£ j- id 

untj f1 (ŗ)3 derselbe Gehergang, entweder vom Positiven zum Negativen, oder 
/ (x) 

umgekehrt, statt. Daher geht in(lem es «»»endlich ķd, m mal vom Ne¬ 

gativen zum Positiven und m mal vom Positiven zum Negativen zwischen den 

Grenzen a und b über, und, wenn man die Differenz m — m den Excess der 

Function ^1 für die Grenzen a und b nennt und denselben durch E ' aus- 
f 00 

drückt, hat man folgenden Lehrsatz: 

Sind a und b zwei reelle Grössen, und zwar « < b, ferner fix'), 

f(x), f(x)> f(x) . . . f[x) reelle zwischen den Grenzen « und b 
1 2 3 n 

continuirliche Functionen der Art, dass: . 

L. wenn eine derselben, z. B. f 00’ für einen zwischen a und b 

liegenden Werth c verschwindet, sie — w) und f (e—w) eben 
Q-l e + i 

sowohl als fic + w) und /'(c + co) entgegengesetzte Zeichen 
p—1 e+1 

. ... haben, , • * , "■ 
2. fix) für alle Werthe zwischen a und b dasselbe Zeichen 

» ■ ■■ T . .1, ; 

. ^Ş^áìt, 1 t ,. ,.»j ‘■•■ff .... 

3., die beiden Functionen fix') und fix) für keinen zwischen 
‘jlb jlu’JKS'l f- - ■> I , ■ ii*1"’ » 1 "'''*•* ‘ 

* a und b liegenden Werth gleichzeitig verschwinden, 

' und bezeichnet im Allgemeinen N die Anzahl der negativen 

ïii. ■! ' . ■ ' >-'• * '■ f a-'.»» ,1m: ivf.'Ofd 
Glieder in der Reihe: 

n tîï)o . 1'I;: i' 

‘»br>fmf ••!■> ; 

f (r) . f ix), fix).f ix), fix), fix) . . . f (*) . f ix), 
1122" n—1 n 

so istî 

iV — N - ET’b(sl(*l\ 
a t \f (.ŗ) / 



•' Es geht hieraus hervor \ dass man den Excess einer gebrochenen alge¬ 
braischen Function auf eine der von Sturm zur Bestimmung der Anzahl der 

Wurzeln angewandten Methode ähnliche Art berechnen kann, und man ist den¬ 

selben nicht imStande anzugeben, wenn f(x) und f(x) transcendente Func- 
an*/ tum su n rr rj ìmjìha , 'i'iiU'Al '«riirjijTy^niu 
, sind. ( >■ , \ tionen sind. (jv \ 

(iv'ii n ml«';*/»/: luu.v noviji,-!,’J «inr Ir-n **t hu« tt*»Vilhe>*I imix, ni /i!»-; 

Nachdem dieses über die Bestimmung des Excesses angeführt äst, kehren 

wir zu den beiden Methoden, die reellen Wurzeln zu trennen, zurück. Die 
-•-in: tr-iiil. ',-rdļ-şo i'll!, ti'.'.on..ä mm. n ■ ■ <:niJ‘>nu'ļ 
Sturm’srhe löst diese Aufgabe ganz direct, indem nur nöthig ist, so lange noch 

mehrere Wurzeln durch die Grösse JSs— JV angezeigt werden, die Grenzen 

,ä hat. 
ä, . 

Wendet man dagegen 
- ; >v'\ <(■?-} \ • : \ 

enger zusammenzuziehen, his man JSs — JSs 
i\ : : > a ■> X -I ’>'14 :• !- a •> j! i *.v * ", \ 

die Fourier sehe Methode an, so kann es sich ereignen, dass Wurzeln angezeigt 
werden, während doch keine innerhalb des gegebenen Intervalls enthalten sind, 

und dass sich dieses auch nicht zu erkennen giebt, wenn man die Grenzen 
beliebig zusammenzieht. Wie \man in diesem Falle zu verfahren hat, um zu 
erkennen, ob innerhalb eines solchen Intervalls Wurzeln liegen oder nicht, ist 

•_* a« U'l., '> ix t •>**•:>’g n-g o , in t >; -4- Ä } \ b ii» ('•: :• <) \ !' ■ '•- j,, o •* 
von Fourier vollständig angegeben. Das Mittel, welches er anwendet, beruht 

darauf, dass man eine Näherungsmethode, die etwa innerhalb dieser Grenzen 
liegenden Wurzeln genauer zu bestimmen, zu Hülfe nimmt; sind keine Wurzeln 
vorhanden, so gelangt man dann endlich zu Werthen für dieselben, die ausser¬ 
halb der gegebenen Grenzen liegen. Während demnach die Sturm’sehe Methode 
« •' «I u „• I ff I J! •» !1 L'xJ ./! ü • , f f.i \ U •» IV '1S ! ÌÌ4JJI 'î Jl'Jh/.V'l ‘)*h , ,<"> . 

jedes Mal ohne Weiteres zur lrennung der reellen Wurzeln fuhrt, reicht die 

Fourier’sehe '■ nicht immer aus, und man muss dann, wie oben erwähnt ist, durch 

ein anderes Verfahren sich überzeugen,, ob die angezeigten . Wurzeln wirklich 
vorhanden sind, oder nicht. Auf der andern Seite leistet sie aber mehr, als 

erstere; denn ausserdem, dass sic auch auf die transcendenten Gleichungen’an¬ 

wendbar ist, giebt sie zu gleicher Zeit Ausschluss über die Anzahl der reellen 
, " 

Wurzeln der Gleichungen f (x) “ 0, f (x) — 0, f (.v) ~ 0 u. s. w. zwischen 

denselben Grenzen , was für die Anwendung einer ganzen Klasse 
■i I ' A ~ i - > - 

von 
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Näherungsmethodeii zur genauern Berechnung der Wurzeln von Wichtigkeit 

ist.*)- • ÌHiif imn : - r-vf. n-.4-.MMJ. .Ait *f*r,.ui*bp»U> *ir»h 

Im Vorhergehenden ist gezeigt, dass man die reellen Wurzeln einer jeden 

Gleichung, sie mag algebraisch oder transcendent sein, trennen kann; in der 

neuesten Zeit ist die Wissenschaft auch mit einer Methode, die imaginären Wur¬ 

zeln zu trennen, bereichert worden, und zwar von Cauchy, dem die Mathematik 

so viele Entdeckungen verdankt. Bevor aber auseinandergesetzt werden kann, 

worin dieselbe besteht, müssen noch einige Hülfssätze über den Excess voraus¬ 

geschickt werden. ;. \ - \ 

*) Während nämlich die Functionen des ersten Theorems so beschallen sind, dass f (x) zu fi {x) 
in derselben Beziehung- steht, wie jede der andern zur vorhergehenden, setzt das zweite Theorem noch 

eine besondere Bedingung für f(x) und f (x) fest, der zwei andere auf einanderfolgende Functionen 

nicht zu entsprechen brauchen. Im ersten Theorem können demnach die Ilülfsfunctionen f(x), s(x) 
e +1 e + 2 

u. s. w. zur Bestimmung der Anzahl der Wurzeln der Gleichung f (x) — 0 aut dieselbe Weise 

angewandt werden, wie die ganze Keihc derselben für s(x)zzz 0. Dasselbe folgt aber nicht allgemein 

für das zweite Theorem; sollen f (x), f(x) u. s. w. hier auch zur Bestimmung der Anzahl der Wur- 
e + 1 e+2 

zeln der Gleichung f(x) — 0 ausreichen, so müssen, wenn f (x) für X = C verschwindet, f (c <u) 
Q Q ^ 

und f (c — oil entgegengesetzte, aber / (c-f-n>) und f(c -f- (o) gleiche Vorzeichen haben. Dieses findet 
»+• e e + t .. \ 

z. B. statt, wenn die Ilülfsfunctionen aus der algebraischen Gleichung f(x) 0 nach der Sturm sehen 
Methode bestimmt und der Art sind, „dass der Grad jeder folgenden um eins niedriger ist, 
als der der vorhergehenden, die Koefficienten der höchsten Potenzen von X in 

denselben stets positiv, und die letzten Glieder abwechselnd positiv und negativ 

sind.“ Denn für die Reihe der n—p Glieder: 
f(x).f(x), f(x).f(x), f(x). f (x) .... f(x) .s(x) 

S + 2 s-ş-r n— 1 n 
'U ' i.i t - , tr! 17*710 1 7.) \ . > 7 1 ) : 

ist in diesem Falle iV — n — p, JV 

e+l e+l{ ? + 2 

< 
00 

H 

0, also Z£° 
/s(*)\ 

ļo <x I pFi I 

' y(*) / 
V * 

A? — A’ - n p, d. h 
f(x) 
e + t 
f(x) 
Q 

geht, wenn f(x) verschwindet, n — p mal mehr vom Negativen zum Positiven über, als umgekehrt vorn 

Positiven zum Negativen, f (x) ist aber nur vom n — p ten Grade, kann daher nur n — p mal ver- 
.... *|!OV t ^ J .* * • i • » -'ļķ *• -' i -‘'Miîi 'K/. iMÌ'iff - 

schwinden, woraus folgt, dass, wenn f(x) für X — c verschwindet, s(c — r.i) und f (c — co) entgegen- 
. . ? /; « + 1 • II , 

gesetzte, /’(c’+io) »»d /’(c-J-w) gleiche Vorzeichen haben. Ferner werden in diesem Falle, wie so- 
o « + 1 , ’ ■ ) ' \ , r;.} \ 

gleich erhellt, sämmtliche Gleichungen f {x) ~ 0, ft (x) — 0, /’ (x) — 0 u. s. w. lauter reelle posi¬ 

tive Wurzeln haben. 
5 
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Es hat die Gleichung f (x) . (x) — 0, wie aus der allgemeinen Theorie 
der Gleichungen helrannt ist, zwischen den Grenzen a und b entweder gar Iteine 

oder eine grade Anzahl Wurzeln, wenn f (a) . ft («) und f (/,) . f (b) gleiche 
Vorzeichen haben; cs ist aber die Anzahl der Wurzeln ungrade, wenn die Vor¬ 

zeichen von s(a). f/ («) und s (b). /' (b) verschieden sind. Im ersten Falle muss, 

wenn f (.v) . ft (a) zwischen den Grenzen « und b M mal vom Negativen zum 
Positiven und M' mal vom Positiven zum Negativen übergeht, offenbar M zz M' 
sein; im zweiten Falle dagegen M — M' -J- 1, wenn s(«) . f («) negativ und 

/'(6)./'/(h) positiv ist, und M — M'—1, wenn f(a).f (a) positiv und f(l>).£(ft) 

negativ ist. 
Setzt man nun voraus, dass f (x) und f (x) zwischen den Grenzen a und b 

nie gleichzeitig verschwinden, und wird f (x) m mal, (x) »r mal gleich Null, 

wenn f (v). f (v) vom Negativen zum Positiven, dagegen f (.r) m mal und 

f (.v) m' mal gleich Null, wenn f (v) . f/ (v) vom Positiven zum Negativen 

übergeht, so hat man: M — m -1- rrt und M'zzm -1- m'i ulso: 

m + m/ zz m -f- m , oder m — m -f" m, — m,' — 0, 
wenn f{a) . f/ (a) und f (b) . f (ft) gleiche Vorzeichen haben; 

tn -f- ni zz in' -}- in' -ļ- I, oder m — m -f- m — m' zz +1, 

wenn f(a) . f (a) negativ und f{b).f(b) positiv ist; 
in -f- tn/ zz m -f- m' — 1, oder m — m -f- m/ — »» zz — I, 

wenn ^ («) - (a) positiv und f (ft) . f (5) negativ ist. 
f Tri f (v) 

Verschwindet f (x), so wird L-zJ unendlich, >—1 dagegen, wenn / (x) ver- 
f (x) fAx) 

schwindet. In beiden Fällen haben un<^ /7! f • /*, 0*) dieselbe 
fix) fix) 

Zeichenänderung. Hiernach bezeichnen also m und »» respective, wie oft 
, )\ r f 00 

und wenn sie unendlich werden zwischen den Grenzen « und ft, vom Nc- 
f GO 

gativen zu in Positiven übergehen, ebenso m und m' respective die Anzahl der 

IJebergänge der Functionen und —- ~ vom Positiven zum Negativen zwi- 
■ ■' ! 1 •' •. ,• /It 
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n, rnMiîî! /s(xK~ j Î>1?*| 
sehen den Grenzen a und A, wenn sie unendlich werden; also Ett,h I77-7I— m — m y \xjt 

, /f (x)\ / ; 5 , . V-f 
und E7’b ('ŗ ŗ jl — »l—Drückt man nun den Excess der reciproken Func- 

/s (xK /s (XJ\ 
tion durch das umgekehrte Zeichen ļļ aus, also E - rd I 1» s0 f,ndet 

man vermittelst der obigen Gleichungen folgenden ersten Hülsssatz: 

Wenn JE*’6 den Excess der Function für die Grenzen 
f(x) 

a und b, und 5s“’6 dasselbe für die reciproke Function bezeich¬ 

net, so hat man: 

Ea,i + - 0, oder L"'6 + 5T1 - + 1, oder - — 1, 

ie nachdem - und gleiche Vorzeichen haben oder ersteres 
J fW fß) 
negativ, letzteres positiv, oder ersteres positiv, letzteres ne¬ 

gativ ist. 

Man kann die oben gegebene Erklärung des Excesses auch auf Functionen 

mit zwei Veränderlichen anwenden; nur muss dann die eine derselben allein als 

veränderlich betrachtet und der andern ein bestimmter Werth beigelegt werden. 
/Y I# ) 

Hiernach ist klar, was man z. B. unter dem Excess der Function E für 

y—y0 und zwischen den Grenzen x — .t0 und r—r zu verstehen hat, er ist 

gleich Er‘ 
, /<P (X,!/J\ ■üir 

Analog den früheren Bezeichnungen soll im Folgenden ein solcher Excess 

durch E oder 5/ ausgedrückt werden, je nachdem er zur gegebenen Function 

selbst oder zu deren reciprokem Werthe gehört. Zeiger oben und unten rechts 

sollen angeben, sowohl die Grenzen, zwischen denen der Excess zu nehmen, als 

auch die Grösse, welche für die eine Veränderliche zu setzen ist; und zwar sind 

die oberen Zeiger auf y, die unteren auf x zu beziehen. Z. B. E*' x ist der 

Excess der gegebenen Function für y ~ y , und zwischen den Grenzen x = xQ 

KL : ' V- ■ ' «f- ■ MMWM 
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und .V rr x.f\ Der Kürze halber wollen wir die Function, deren Excess aus- 

gedrückt werden soll, in Klammern hinzuzufügen unterlassen, und es ist im 

Folgenden jeder Excess, bei dem nicht die Function ausdrücklich bezeichnet ist, 
- i â. >'* • ' *y • ">Vt *. •• I V", $/v ; 

auf ^ zu beziehen. 
*M>y) / 
Nach dem ersten Ilülfssatze hat man: m> u<h! 

1. Ey°’y' + ny°’y' - 0, wenn (£S*ü*o_) und 9^xrl>} 
*' * Kx,Vo) Kx,,y) 

beide positiv oder negativ sind, oder 

-2. E -1- [j y J “ -f- 1, wenn ^ negativ und 
Kx,,’Jo) b Kr,!,,) 

positiv ist, oder 

3. E 
y« y, , yo. y. 

+ ÏI - 
n -i d j*. I, -> f? 

negativ ist. Eben so: 
- c! ') i ! N 1 'j i . -- i J : . o i- 

4. Ey‘ + a 

1, wenn positiv und 9{X'’!/0 
K*,’jo) K*,!/,) *v\ 

„ ! 

beide positiv oder negativ sind, oder 

0, wenn und 
rOo.y,) Kx,,y) 

'! „ 

y. 
5. E 

positiv ist, oder 

+ zy; . = -f l, wenn <PC*o,y,) 

9CX0,?/,) 
negativ und Kx„y) 

Kx,,y,) 

m 6. E + 3 ' - 

negativ ist. 

1, wenn positiv und 'VQt 
9Cxo,y,) Kx„y,) 

Es kann nun offenbar nicht jede der drei ersten Gleichungen mit jeder 
der drei letzten gleichzeitig stattfinden. Die Gleichungen 2. und 6., eben so 

5. und 3. erfordern verschiedene Vorzeichen für Kx,jJa) . tļaJlcŗ ;sj jjļŗe 
Kx,,y,) 

sammenstellung unmöglich. Durch Subtraction aber von Gleichung 1. und 4., 
oder 2. und 5., oder 3. und 6. erhält man: 

T‘—u i-rvd —^ 
X«, \ CO (e’ 

s 
JE’” —ķ' ) = 0, wenn 

'■ ,!/o) 

V 



1, wenn positiv und 

beide positiv oder negativ sind. — Wenn Gleichung I. und 5., oder 5. 

und 4. von einander abgezogen werden: 

y. ^ , r^y- y- \ —_, ,.,»»» ^Pfr^yo) 
^Oro ,y,) 

(pCro-.?//) negativ ist. 

Durch analoge Combination von Gl. 1. und 6., oder 3. und 4.: 

(3) («'•■’ -£’■ )+(ff’-'y -ff' ,) = + 1, «™ fà) 
^ 1 *•.*/ v *. wtx,jyo) 

$txo-y) 
^Cv0 ,y) 

negativ und 

7. î .'j|> 

positiv ist." 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich: 

(4) (Ey°'y' — E’° ) -f iß*' * — H° ) - 0, wenn und 
1 v *. *-*■ v *. x-’ï- ^Cv,y0) 'POo.y,) 
beide positiv oder negativ sind. 

y« < (D(.v yn~) 
g ) — — 1, wenn v ,,JoJ 

M «"•-<,)+(< 
y„ y. 

Hv ,y0) 'î'Oo.y,) 

positiv und 

negativ ist. 

W*„yo) 

$txo.y) 

(1) (Ey"y —Ey° ) + (pM‘ 
Ï. I. *0 

g ) n -f- 1 j wenn -y-y*-— negativ und 

$(xo,y) 

<P(*,yo) 

’/' r IkM 

f-CvO’^ positiv ist. 
^(•vo.?/;) 0 

Da, wie ersichtlich ist, nur die Gleichungen (1) und (4), oder (2) und (3), 

oder (3) und (6) zu gleicher Zeit gelten können, so erhält man durch Subtrac¬ 

tion derselben: 
/ „y- y. 
(E —E 

y9, y, I y® \ i / 51®’ _y, y«, y, • y® \ ■Æ +Æ ) + (ar — a — a +a )-0, 
*„ *, I. *. I. »0. Ï, 

oder, wenn man der Kürze halber die Grösse innerhalb der ersten Klammern 

durch I) und dem analog die Grösse innerhalb der zweiten Klammern durch 

fjy” ' bezeichnet, 
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Dy° r' + ay°'*• - o, t !- j 
*0, ' *o, x, 

welches der zweite Hülfssatz ist. 

Setzt man (Ļ (.r) — X (T) für alIe möglichen Werthe von x und r, und 

nimmt an, dass für r = .r0 T ~ tq und für .r — a r — r ist, so erhält man 

unmittelbar aus dem Begriffe des Excesses 

E*»>x. (P (.v)) n Er°'T‘ (x (r)) und allgemeiner E*»’x. (F(JĻ [,v])) — Er«\r< (/',(^[t] )) 

Es bann auch X (T) fisleîch einer Function von zwei Veränderlichen angenommen 

werden, z. B. X (T) — 'P Cvj2/)> w enn nur dann in derselben einer der Verän¬ 

derlichen ein bestimmter Werth beigelegt wird. Demnach ist, wenn man X(Tv) 

- <P0o>.yo) und x(r) - <P0/j2io) hat, 

, (P (*,y)) — Er°'^ (X(T)) und eben so E'J } (jF((p[a-,y]))=:£ro:r.(F(^;[T3)). 

Von dieser allgemeinen Relation der Excesse von Functionen verschiedener 

Veränderlichen wollen wir nun eine Anwendung auf ~ — tg T machen. Be 
y 

zeichnen .r0 und yQ die Zahlcnwerthe zweier beliebiger Grössen, und ist 
Vo 

— Iff ro 5 wo man unter r0 den kleinsten der Bogen, deren Tangente — ‘12 
Vo 

ist, zu verstehen hat, also r0 zwischen 0 und Ş liegt, so kann man annehmen, 
X ’ K 

dass, wenn in — x = -f- ar0 ist, und y von — y0 bis -f- yQ wächst, in tg T 
. ' Ì \ & ! 

T0 von — r0 bis -f- r0 zunimmt, und erhält also: 

ļg~y°, 

£> + ïo E~r-+t- (1|f r). ?(<•) bnu (2) vi!" 

Durch ähnliche Betrachtungen findet man ferner: 

E + y0 
E +>< _ 

— *o. +*<> \ y (tss t) ; 

äLE'D 
*) Dass Eb’a — — Ea’h ist, also der Excess den entgegengesetzten Werth bekommt, wenn die 

Grenzen vertauscht werden, erhellet sogleich aus der Bedeutung des Excesses. 
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und endlich E 
‘o, + *o 

Durch Addition ergiebt sich hieraus: 

: ; ; - Sf 5 Ui?,; .J* Y ' 

- U Off T)* 
;;n » » n i 

•ud» 

— E~’r°'to(iS T) 4“ Er°'*~x OffT) + E*~T°>*+to (tgr) -f~ /£*+r°>2jf~r°(tgr), 

oder D •l'o, + Jo / -V 
-*o, + *o \ y ~ \ — E 

-T„2jt — r0 

OsT)- 

Die Function ——r—^j wo a und b beliebige constantc Grössen bedeuten, 
ay -j- bx 

X 

y a 
bann leicht auf die Form —---gebracht werden, und, — — tg r/ gesetzt, 

1+-.- 
a y V > I ! . hv.vl'f ‘fl- 

b_ 

a 

,L VV./.0 CV Ido-«.,« 

ax — by 
'iîD 

wird -I_—— fir (t — TÌ. Hieraus geht hervor, dass -——- eben die* 
MA_ h x ~ ^ > i! IU-.A mn ay + bx : >,!. -f»J 
1 -f- 

a y ( V. > 

"'!N HtîJlf 

selbe Function von — ist, wie tg (r—r) von tg r, und daher nach dein Obigen: 
y ■ 

0~?ty°s~7-r) - E~U'**~:ta (tffCr — T/)). 
.,,id . -V + bxj . , , V 

tg (r — r ) wird aber zweimal, wenn rQ von — r0 bis 2sr — r0 cOntinuirlich 

zunimmt, unendlich und geht beide Male vom Negativen zum Positiven über, 

also ist E~r°' 2*~to Og(r—T/)) — 2, und man gelangt zu folgendem dritten 

Hülfssatze: ! l(. 

'V, Bezeichnen x0,y0 beliebige Zahlen wer the und sind a und b 

zwei constantc Grössen, so ist 

' , 

.,..11 *wjsl *1 icb'ijî .» 

jp—yp'+ro /ax by\ 
—io. +1 o 1 ay -ş- bx1 

bu» 7. buu 'lî !!'. tlf .'.Ì7ÎI 

! 2* j,,* >, , <r,ìî T, 
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Nachdem wir nun die drei Hülfssätze über den Excess vorausgeschickt 
haben, können wir genauer auf die Lösung der Aufgabe, die imaginären Wur¬ 

zeln zu trennen, eingehen. Da bei diesen aber zwei verschiedene Grössen zu 

bestimmen sind, der reelle Theil und der Factor des imaginären, so können wir 

sie auch nur dann erst als getrennt ansehen, wenn für beide Grössen solche 

Grenzen angegeben sind, dass nur von einer Wurzel die entsprechenden Theile 
zwischen denselben liegen. Es müssen demnach sowohl fur den reellen Theil 

als auch für den Factor des imaginären besondere Grenzen gesucht werden. 

Aber eben so, wie bei den reellen Wurzeln, beruht auch hier die Trennung 
auf einem Theorem, vermittelst dessen die Anzahl der zwischen bestimmten Gren¬ 
zen enthaltenen imaginären Wurzeln angegeben wird. 

Bekannt ist es, dass man jede Function, deren Element eine imaginäre ver¬ 
änderliche Grösse von der Form x -j- yi, i—V" — 1 gesetzt, ist, so entwickeln 

kann, dass sie in einen reellen und einen imaginären Theil zerfällt, also kann 
man f (x -f- yi) ~ (Ļ (x, y) -1- 'p (x, y) i setzen. Für jede Wurzel x -j- yi der 

Gleichung f (x, y) — 0 muss sowohl (Ļ (x, y) als auch ip (x, y) verschwinden 
Sind nun die gegebenen Grenzen für den reellen Theil xQ,x/ und für den Fac¬ 
tor des imaginären y0, und wird, wenn man xQ oder x für x und yQ oder 

yt für y in (ß (x, yj und ip (x, y) substituirt, keine derselben gleich Null, so 

kann man sich das zwischen diesen Grenzen enthaltene Intervall in unendlich 
viele, unendlich kleine Intervalle dergestalt getheilt denken, dass innerhalb eines 
jeden solchen Intervalles höchstens eine Wurzel liegt, dass ebenfalls, wie oben, 
wenn man die W erthe der Grenzen für x und y in (p(x, y) und ip sx, y) hin¬ 

einsetzt, keine der beiden Functionen gleich Null wird. Diese unendlich kleinen 

Intervalle sind nun von vierlei Art; entweder verschwindet innerhalb eines der¬ 

selben keine der beiden Functionen P (x, y) und ip (x, y), oder nur die erstere 
(Ļ(x,y), oder nur die letztere p(x,y), oder endlich auch beide zugleich. Dass 

in den beiden ersten Fällen, wenn man den Excess der Function ^ (x’ ^ jn 
: J t ■! • 4s Cx> y) 

Betracht zieht, und x und x -f- w0, y und y -f- W/ respective die Grenzen für 

X und y in diesem Intervalle sind, jŗ)y’r — 0 ist, bedarf keines weitem Be 
*, * "T“ Oo 
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weises. Ferner ist auch im dritten Falle, wenn ip (x, y) innerhalb des Intervalles 

verschwindet. 1) , — 0, da (I , ' — 0 und nach dein obigen zweiten 
' *,ï + “6 v,x-f-ta0 

Hülfssatze Dy,i I"0' “f* ö ’ — 0 ist. Es bleibt nun noch der vierte Fall 
x, * T Bo *« * T* “o 

zu betrachten übrig-, wenn nämlich (p (x, y) und ip (x, y) innerhalb eines solchen 

unendlich kleinen Intervalles zugleich verschwinden. Findet dieses für x -f* yi 

statt, und bezeichnen a und ß unendlich kleine Incremente von x und y, so hat 

man, da f (x -1- yi) ~ 0, 

f (x -f yi + « + ßi) — (p ( r + a, i/ 4* ß) + ^ (x + Oj, y + ß) i — 
rs Cv + yi) + I) (a + ßi) 

wo I eine unendlich kleine mit a und ß veränderliche Grösse ist, oder: 

(P (x + a, y + ß) -j- ^ f-v + a, y-j-ßj i — Aa— IIß ş (Ba-j-Aß)i, 

wenn man f (x yi) I ~ A -ļ- Bi setzt. Daher auch: 

D ■ß,y+ß 

- ct, ï -f- a 
I) -ß’+ß /Au — Bß\ 

yBui -1- dß) -«, + « \Ba -j- Aßj 

und, da nach dem dritten Hülfssatze letzterer Excess — 2 ist, **) hat man: 

Dy-ß,y+ß /P (*t y)\ _ 0 

x—a,x+« (x, y)J ~ 

Fassen wir nun das Vorhergehende zusammen, so finden wir, dass für die 

Intervalle, innerhalb welcher keine Wurzel liegt, der Excess gleich Null, aber 

für solche Intervalle, die eine Wurzel enthalten, 2 ist. Hieraus geht nun her¬ 

vor, dass: 
(fj>'°+ “<»,* y+ (n + u«, \ _ 

n—0 ^X, xO + &,0 

ist, wenn für ein unendlich grosses n W0 

') 

° , w/ = y, —~ gemacht 
n 

*) Cauchy Calcul «lister. chap 13. 

**) Genau genommen sind A und B niclit als constant« Grössen zu befruchten, da sie mit a und ß 

veränderlich sind; weil sie sieh indessen nur um unendlich kleine Grössen ändern, so kann man sie als 

constant ansehen. 

4 



ist, und r die Anzahl der imaginären Wurzeln zwischen den Grenzen .v0 und 

und A’0 -j- wo fur .r, y Q und y/ für y bedeutet. Man hat aber, da 

/Frö+»<»(^+(“ + 1)-A __ E*0>J, "f“ (JByo+"“*,y+(“+1>“') - Eu'y 
o y xo+<»a x0+cj0’ ,,—g xo *° 

ļ s jn-1o+n“,   J?-Jo+(" + »«. ^ — 17y» - Ey‘ 
lln B_, '''xo.Xo+^o x0,x0-ļ-cj0 x0,x0 + o0 xo,x0 + wo 

2” (jr)y» + n&5-’y» + (u + 1)"') - Dy°,y' . , also ) - /> , 
x'ojXo+^o x0, x0 + ca0 

D5o’y' “ 2r , und allgemein lU, x — “r«i) 
x0»*o + “o ' " l)cj0,Xo + mta0 

wenn rm eine ähnliche Bedeutung, wie r , has. 

Hieraus folgt nun: 

) - Dy°'^ - 2 fr, +ra + r3...> 
ni—co 

2 ( />y°’y' 
_X x0 + (m —l)<a0, x0+m<ac m—1 

pa _ļ_ r -ļ_ r -{- die Anzahl der imaginären Wurzeln zwischen den 

Grenzen, .v0 und # für x, VQ «**J rJ, sür V anffiebl» und j‘cde imaginäre Wur¬ 
zel gepaart vorkömmt, so ergiebt sieh aus dem Vorhergehenden folgendes Theo¬ 

rem: *) 

Ist f(x) eine reelle continuirliche Function, und verschwin¬ 

det, wenn man in s(x -1- yi) “ (p (x, y) -f- 4* (xi v) * x X° odcr X/ 
und für y yQ oder y/ setzt, weder D f.r, A) noch (x, y), so giebt 

t;,E 

»y°'y- die doppelte Anzahl der Paare imaginärer Wur- 
*•:. X°'X. Wi (x, y)J 

zeln der Gleichung f (x) ~ 0 an, deren reeller Theil zwischen 

*) Dieses Theorein ist, wie schon früher bemerkt wurde, von Cauchy zuerst aufgestellt worden. 

In Gruncrt’s Archiv d. Math. u. Phys. Bd. 1, 8. 46 ff., findet sich ein Beweis dieses Theorems vom 

Abbd Moujno. Derselbe beruht aber auf geometrischen Betrachtungen, ähnlich denen, mittelst welcher 

Maurey (Grunert Archiv d. Math, u Phys. Bd. 1, 8. 81 ff ) den I undamentalsatz der Theorie der alge¬ 

braischen Gleichungen, dass jede algebraische Gleichung mindestens eine Wurzel haben muss, beweist. 

Die im Obigen gegebene Hcrleitnng des Cauchy’sehen Theorems ist rein analytisch, und insofern in der¬ 

selben die Zerlegung der Function f (x) in einfache Factoren nicht vorausgesetzt wird, weist sie auch 

die Geltung desselben für transcendente Gleichungen nach. 
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den Grenzen x0 und und der Factor des imaginären zwi¬ 

schen yQ und liegt. 

y y /(p (x u)\ 
Ks fiM siel l,eSl,mme" 

, wenn ?yj und lp (x, y) 

ganze rationale algebraische Functionen sind, also /' fo) = 0 zu den algebraischen 
Gleichungen gehört. Zieht man nun die Grenzen immer enger zusammen, bis 

man //"'^ rr - hat, so gelangt man bei den algebraischen Gleichungen zur 
X°’X< 

Trennung der imaginären Wurzeln; man ist aber nicht im Stande dieselben zu 

trennen, wenn die Gleichung eine transcendente ist. Bei den algebraischen 
Gleichungen erfordert indess die Trennung der imaginären Wurzeln auch mei- 
stentheils langwierige Rechnungen; denn man muss die Bestimmung der Ilülss- 
functionen durch die Division in diesem Falle für jeden besondern Werth der 
Grenzen wiederholen; die Ausführung der Divisionen, ohne vorher für x oder 

y respective bestimmte Werthe gesetzt zu haben, würde zu solchen verwickelten 
Resten führen, dass die Substitution von besondern Werthen fur x und y in 
dieselben noch zeitraubender wäre, als die wiederholte Bestimmung der Iliilfs- 
functionen für jeden besondern Werth der Grenzen. Ausserdem also, dass bei 

den imaginären Wurzeln 4 verschiedene Reihen von Ilülfsfunctionen zu berech¬ 

nen sind, indem D vier Excesse in sich fasst, während für die reellen Wurzeln 
eine hinreicht, muss noch diese vierfache Berechnung eines Excesses für jedes 

einzelne Intervall, innerhalb dessen man Wurzeln sucht, wiederholt werden, und 
es ist einleuchtend, dass die Cauchy sehe. Methode, die imaginären Wurzeln zu 

trennen, der Äum’schen Methode, dasselbe für die reellen Wurzeln zu erreichen, 

weit nachsteht, was den Rechnungsaufwand betrifft. 
Wenn die Trennung der Wurzeln geschehen ist, welche, wie im Vorher¬ 

gehenden gezeigt wurde, für die reellen Wurzeln hei allen Gleichungen, lür die 

imaginären aber nur hei den algebraischen möglich ist, so bleibt noch eine 

zweite Rechnung, nämlich die genauere Restimmung der einzelnen Wurzeln, 

..] • Es "äebt zwei Klassen von Näherungsmetliodcn, die sich wesentlich von 

einander unterscheiden. Vermittelst der einen Art erhält man successive Werthe, 

welche sieh der gesuchten Wurzel beständig so nähern, dass sie abwechselnd 
4* 



kleiner und grösser als dieselbe sind. Dieses geschieht, wenn man die Wurzel 

11 in einen Kettenbruch oder in eine Reihe von der Form: a -f- — — __ 
/«I «I«2 

+ - welche nothwendig convergent ist, ent¬ 

wickelt. Wie man hei reellen Wurzeln, um dieses zu erreichen, zu verfahren 

hat, ist hinlänglich von Lagrange, dem Urheber dieser Entwicklungsarten, und 
Stern erörtert worden. Hier soll nur nachgewiesen werden, dass diese Methode 

auch auf die genauere Berechnung der imaginären Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung angewandt werden bann, seitdem Cauchy eine Methode, diese Wurzeln 

zu trennen, angegeben hat. Es seien a und b angenäherte Werthe für x und y 

der Wurzel x -f- yi in der Gleichung f (x -f- yi) — 0. Man setze nun für 
1 / i\ 

X -f- yi in dieselbe « -1--ļ- I ^ ~ Ì 1 und ordne nach den Potenzen von 

und^i ; hierdurch erhält man eine neue Gleichung von der Form fl C^cï~\~y1 ij 
— 0. Vermittelst der Cauchy'1 sehen Methode kann man in derselben für Xj und yx 

die Näherungswerte a1 und b1 so bestimmen, dass diese die ganzen Zahlen sind, 
welche den Werthen von Xj und yļ am nächsten kommen. Substiluirt man nun 

wiederum in f 1(xl + y,i) 0 für xt -f-'/jt «j-f - -f- |6T-}-I *. so erhält (’•+0 '• 

inan eine zweite Gleichung /*2(x2 -\-y^i) — 0, aus welcher man auf eben dieselbe 

Weise für x2 und y„ die Näkerungswerthe «2 und 62 finden kann, wie aus 

fi (xi yi*) — 0 ctj und bt. Fährt man so fort, so erhält man für x und y 
die Kettenbrüche: 

X a -J-. y — h + 

welche abbrechen, wenn x und y rationale Werthe haben, im entgegengesetzten 

Falle aber ins Unendliche fortgehen. — Setzt man in s(x -j- yi) — 0 der Reihe 
i 1 1 J . j 

nach für x und y, a -f- —, 6-1- —, «4- — 



Xi. 8. w., bestimmt übrigens aus den durch diese Substitutionen erhaltenen Glei¬ 

chungen fl (x^+y^i)—0, /2 f*a+y<—0 u. s. w. eben so, wie vorher, respec¬ 

tive die angenäherten Werthe al,b1 ; «2, b2 u. s. w. für Xj, y1; .v2, y2 u. s. w., 

so erhält man folgende Entwickelungen für .t und y, nämlich: 

= - + — , y * + ~- 

Auf das Genauere in der Berechnung bei diesen Methoden soll nicht weiter 

eingegangen, eben so wenig eine Erörterung des Falles gegeben werden, wenn 

mehrere Wurzeln dieselben Grenzen haben. Da alles dieses sieh bei den imagi¬ 

nären Wurzeln eben so gestaltet, wie bei den reellen, so genüge hier die Hin¬ 

weisung auf Stern’s Bemerkungen hierüber in seiner Theorie der Kettenbrüche, 

Berlin 1852. Derselbe hat schon in Bezug auf die reellen Wurzeln auf die 

Weitläufigkeit der Rechnung hingewiesen, wenn man eine dieser IVäherungsme- 

thoden anwendet, indem sich die Mühe, die Grenzen von Wurzeln zu bestimmen, 

jedes Mal bei der Berechnung eines mehr genäherten Werthes wiederholt. Bei 

den imaginären Wurzeln werden aber die Rechnungen nur noch verwickelter, weil 

hier die Trennung einen unverhältnissmässig grossem Rechnungsaufwand erfor¬ 

dert. Die zweite Klasse von ÜVäheriingsmethoden liefert eine solche Reihe von 

angenäherten Werthen, die entweder sämmtlich grösser oder kleiner als der wahre 

Werth der Wurzel sind. Wenn man indess beide Grenzen anwendet, kann man 

aus denselben vermittelst dieser Methoden neue, immer engere, Grenzen bestim¬ 

men und sich so von beiden Seiten her dem wahren Werthe jeder Wurzel belie¬ 

big nähern. Das Princip, worauf die Anwendung dieser Methoden beruht, ist 

in folgendem Theorem enthalten: 

Wenn zu einer gegebenen Gleichung f (xj — 0 vier andere, 

D! (x) — 0, <pa (x) = 0, iĻl (x) - 0, \p2 (x) — 0, 

in solcher Beziehung stehen, dass 

<Pi (•> - s(*J - <pa (a) 

W - f0>) - ^2 0») 
und für jeden zwischen « und b liegenden Werth von x 

Pi (x) < f(x) < (p2 (x) 

'Pi Cx) < f(x) < 4/a (x) 
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ist, so müssen, wenn /' fa) “ 0 zwischen a und b eine reelle 

Wurzel .r' hat, nothwendig' zwei jener Gleichungen auch Wur¬ 
zeln zwischen a und b enthalten, durch welche x näher be¬ 

grenzt wird, als durch a und h; und zwar liefern (pj. (x) ZZ 0 

und (x) — 0, wenn f(a) positiv und s(b) negativ ist, dagegen 

(Ļn(x)~0 und \Ļ j (x) — 0, wenn f (a) negativ und f (b) positiv ist, 

diese nähern Grenzen für x. 

Die vier Hülfsgleichungen lassen sich nun aus der gegebenen Gleichung 
fsxj — 0 vermittelst der Taylor sehen Reihe herleiten. Wie Lagrange und Cauchy 

nachgewiesen haben, ist: 

(1) 

(m) 

m=m+sw (*—(* -< + ••• + (* —5. 
(in) 

(m) 

wo f(a.,.x) die Grösse bezeichnet, in welche sich s(x) verwandelt, wenn man 
(tn) 

f (a... x) m 
für X eine zwischen x und a liegende Grösse suhstituirt, —-(x — a) also 

1.2.0..»» 
(m) 

die Ergänzung der T«//Zor’schen Reihe angieht. Nimmt man nun an, dass s(x) 
sein Zeichen nicht ändert zwischen den Grenzen « und b und innerhalb dieses 

Intervalles beständig entweder zu- oder abnimmt, welches aus dem Verhalten von 
Cm+Ö 
f(x) zu erkennen ist, so bann man die vier Gleichungen: 

f(a) -f s («) (.V—«) + ~~ (.V «)2 -f - - 

f («) + s 00 (*—«) + 47^ (.r- a)2 +-+ J^LL-(x —- st) - 0, 

^ 1.2.3...»» J ’ 

(nt) / , 
m 

/(*)+ s'(Ä) (*“*) + 
r w (*—by + - -f* 

(m) 

n*) 
A\ 

f(!>) + f (b) (x—b) -ļ- 0J_2 (*—by -f - - - + 

1.2.5. 
(m) 

fO) 

in 
(.r — b) -O, 

1.2.5...»» 
(a — b) - 0 

als Hülfsgleichungen anwenden, was aus der Vergleichung derselben mit Gl. (1) 



erhellt. Welche von ihnen nun respective als D t (.v) _ 0, <p3 (x) zz 0, ipi (*) 

— 0 oder (x) ZZ 0 zu wählen ist, richtet sich nach dem Vorzeichen von s(x) 
zwischen den Grenzen a und b, und ob diese Grösse zu- oder abnimmt, und 

lässt sich in jedem besondern Falle leicht entscheiden. Wenn man »i zr 1 setzt, 
also hei der ersten Potenz in der Entwicklung1 stehen bleibt, so ergiebt sich die 

von Fourier verbesserte NeivtoiC sehe IXäherungsmethode, und in der Praxis ist 

auch diese wohl die bequemste; denn, wenn auch für den Fall, dass man die 
hohem Potenzen in der Entwicklung1 mit in Betracht zieht, die Convcrgcnz ver- 

grössert wird, so macht dagegen die Auflösung einer Gleichung von einem 

hohem als dem ersten Grade ungleich mehr Mühe. Cauchy hat etwas andere 
Hülssgleichungen, als die oben angeführten sind, in Anwendung gebracht. Be¬ 

zeichnen nämlich TV (x) und v (x) resp. die Summen der positiven und negativen 
Glieder in der algebraischen Gleichung /’(x) = 0, so dass man hat f(x) zz 

(m) (m) (m) 

7V (x) ■—V (x) und daher auch f (x) — 7T (x) —V (x), so sind die von diesem 

Mathematiker aufgestellten Hülssgleichungen folgende: 
(m) (nt) 

roe+r oo c*—o)+co* +••■ + OC»)—-CO) 
1.2 

fQO+fW 0-«) + ^rO 

f co+r co (. - o+r'0) c* ■ 

1.2.3....)» 
(m> 

(x — a) zzO, 

-a)* + 

-by +...+ 

(m) 

(tt 00 ■yOO) 
1.2.5. 
(m) 

0(«) — 

..)» 
(m) 

v(0) 
1.2.3. 
(m) 

(»co' 
.. m 
(m) 

(x—a) zz 0, 

(.V—0=0, 

f(ji) + f Od(*—O + (*—0* +- + ^ŗŞ^zzrCx~'*,”)-°i 

Zur Anwendung dieser ist cs nun nicht nöthig, die Grenzen « und b so 
(m) 

weit zusammenzuziehen, bis s(x) zwischen diesen Grenzen sein Zeichen nicht än¬ 

dert und beständig zu- oder abnimmt, sondern dieselben können beliebig ge¬ 

wählt sein, sogar mehr als eine Wurzel der Gleichung f (x) zz 0 zwischen sich 

enthalten, in welchem Falle man sich freilich wiederum nur der grössten und 

kleinsten der in diesem Intervalle liegenden Wurzeln nähert. Es ist aber 



ersichtlich, dass das vorher angeführte Theorem nur für reelle Wurzeln gilt. 

Daher lässt sich diese zweite Klasse von IVäherungsmethoden auch nicht auf die 

imaginären Wurzeln ausdehnen. Man könnte freilich das Neivton sehe Princip 

in Anwendung bringen, und, wenn man f(x -ş- yi) ~ (p (x, y) -j- ^ (.v, y) i setzt, 
aus den beiden linearen Gleichungen: 

(p («, -1- dty (a, L) 
da 

o. -f* 
dty («, b') 

db 
ß-O, 

4, Ca,+ A't (“’±1 a + ß = 0, 
da db 

welche auch, weil 

V (X, y) - f(x). -r-My' + 
f(*) 

ch (*> y)—s\x)y 

1.2 

roö 

und daher 

dP (-r, y) 
dx 

1.2 

d$ (x, y) 
dy 

y3 4- 

1.2.3.4 

/(«) 
1.2.3.4.5 

r 

y5 — 

und dt (x, y) 

dU 

— (ŗ, ;y) 
dx 

ist, so geschrieben werden können: 

(p («, 6) 4- ^ («' ö) 
da 

4 («, L) — 

a + 

C6 —1— 

dip 0> ö) 
db 

d,(p («, L) 
da 

ß - 0, 

/3 = 0, 

die Correctionen a und /3, die an a und b anzubringen sind, um einen genauern 

Werth der Wurzel, als a -f- &h zu erhalten, bestimmen. Da man hier indess 
die hohem Potenzen von a und ß in den Entwicklungen von (Ļ (a-j-a, b -J-/3) 

und \p (a a,, b -1-/3) ohne Weiteres weglässt, so bedarf es hier, eben so wie 

bei der Fourier-Newton’sehen Methode für die reellen Wurzeln, eines besondern 

Kennzeichens, um zu entscheiden, ob « und b den wahren Werthen x und y 

schon so weit genähert sind, dass die hohem Potenzen von a und ß, ohne einen 

grossen Fehler zu begehen, vernachlässigt werden können. Ein solches Kenn¬ 

zeichen ist aber, so viel mir bekannt, noch nicht aufgestellt, und möchte auch 



wohl nicht so leicht aufzufinden sein, da hier zwei -veränderliche Grössen in Be¬ 
tracht kommen. Daher darf man das IYcwlon’sche Prinzip nicht ohne Vorsicht 
zur approximativen Berechnung der imaginären Wurzeln anwenden, und cs kann 

leicht geschehen, dass man sich, anstatt eine grössere Annäherung zu erhalten, 

-von dem wahren Werthe der Wurzel nur weiter entfernt. 
Wenn auch die Methoden, welche auf dem ersten Prinzipe beruhen, für 

die Berechnung der reellen Wurzeln genügen, so sind sie dagegen zur Bestim¬ 
mung der imaginären unzureichend, und diese Lücke ist in den letzten Jahren 

durch die Gr'àffc-Encke'sehe Methode ausgefüllt, die auch für die imaginären Wur¬ 

zeln ohne zu grossen Rechnungsaufwand und auf directcm Wege zum Ziele 
führt. Dass diese sowohl als die Methode vermittelst der rccurrirenden Reihen 

auf das zweite der im Eingänge dieser Schrift bezeichneten Prinzipe zurückzu¬ 
führen ist, sollte nun weiter im zweiten Theile der Abhandlung gezeigt werden. 
Unvorhergesehene Umstände indess nöthigen mich hier abzubrechen und die Me¬ 

thoden, welche sich der symmetrischen Functionen zur Bestimmung der Wurzeln 

bedienen, unberücksichtigt zu lassen. 
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Äie lieideti iin Januar des v. J. von Sr. Königlichen Majestät allergnädigst ernannten Lehrer 

des Gymnasiums, Herr Professor Dr. Bendixen und Herr Dr. Brandis wurden am 16. April 

desselben Jahres auf hergebrachte Weise öffentlich in die ihnen anvertrauten Aemter cinge• 

führt. Meine lateinische Einführungsrede zeigte in gedrängter Kürze, wie wichtig für die 

Wirksamkeit des Gymnasiallehrers die sorgfältige Beachtung eigner und fremder Erfahrung sei. 

Herr Prof. Bendixen stellte in deutscher Sprache „F. v. Schiller als Vertreter unserer Gym¬ 

nasien“ dar, und Herr Dr. Brandis beantwortete, ebenfalls in deutscher Sprache, die Frage: 

„Wodurch wird wahre Geistesbildung erreicht?“ 

Bald nach der feierlichen Introduction der neuen Lehrer wurden die Ordinarien der 

einzelnen Klassen ernannt. Für Prima ward das Ordinariat dem Prof. Bendixen, für Secunda 

dem Prof. Frandsen, für Tertia dem Dr. Brandis, für Quarta dem Dr. Feldmann, für Quinta 

dem Dr. Andresen übertragen. Diese Lehrer haben danach die besondere Fürsorge für die 

Schüler der ihrer Obhut anvertrauten Klassen übernommen. Sie suchen seitdem das Beste 

der Klasse, welcher sie vorstehen, und jedes Mitgliedes derselben zu fördern, wo sie nur 

können, und werden es sich fortwährend angelegen sein lassen, auf den Geist der Jugend 

überhaupt und auf die zweckmässige Einrichtung der Studien jedes einzelnen Schillers einen 

immer heilsameren Einfluss zu gewinnen. Sie werden es gern selten, wenn Eltern oder Vor¬ 

münder wegen ihrer Söhne und Pflegbefohlenen in vorkommenden Fällen sich an sie wenden, 

so wie sie wieder ihrerseits, wo es nöthig scheinen sollte, mit den Eltern und Vormündern 

Rücksprache nehmen werden. Da es meine Aufgabe ist, den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 

für alle Ordinariate zu bilden, so werde auch ich gern bereit sein, wann es verlangt wird, 

nähere Auskunft zu geben. 

Die innere Einrichtung des Gymnasiums ist nach der Besetzung der vacant gewese¬ 

nen Lehrstellen im Wesentlichen dieselbe geblieben. Kleine Verbesserungen und Erweiterun¬ 

gen des Lehrplans, so wie die Vertheilung der Lehrgegenstände unter die einzelnen Lehrer 

zeigt die angefügte Lectionentabelle. Die Abgrenzung der Lehrcurse in den einzelnen Klas¬ 

sen wird der zu erwartende allgemeine Lehrplan für das Christiancum enthalten. 
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D,3 cades’,die Stipendium von jährlich 500* i.l »ach den. Ausfall der mit den 

Bewerbern a,.geteilte» Prüfung durch du einstimmige Urtheil de, Gjmna.i.rcl.al - und Lch- 

Collegiums dem damaligen Selcctaner Ve-Jn, an. Kiel, auf drei Jahre «nerkannt vr.r- 

7 niese Entscheidung ward ihn, nach gehaltenen Abschiedsredc» ans den, Ilmsaal durch 

, ' i„rr„ Confcrcnarath limner, als ersten Administrator jene, Stipendiums, in einer an¬ 

gemessenen Anrede bekannt gemacht, Zn gleicher Zeit ward da, Eine der beiden grösseren 

L.rö,to--«chen Stipendien, da. diesmal einem Studiosen der Med,cm anfallen sollte von 

den Herren Gjmnaslarchen dem damaligen Selcctaner Schwan, ans Altona, ebenfalls au 

drei Jahre conferirt. 
Das zweite Schröder'sehe Stipendium ist vacant. Wir rechneten um Michaelis auf 

zwei tüchtige Bewerber. Kränklichkeit hielt damals beide ab, sich zur Prüfung zu stel¬ 

len. Auch jetzt fehlt ein Bewerber. Ben Einen von jenen beiden veranlassten dringende 

Umstände, gleich nach Michaelis zur Universität überzugehen; den Andern rief der i.ner- 

sorschliche Rathschluss des Höchsten zu unserm innigsten Bedauern vorn Schauplatz seines 

irdischen Wirkens unerwartet ab. 
Der GvmnasialbibUothek hat Herr Confereuzrath und Professor Schumacher, Com- 

1 1, ,, D M Ritter m. «., auch im verflossenen Jahr die Fortsetzung der astrono- 

Nach,ich,»- Herr Elal.ro,1, Klause», 11. <■ #• »• »• »'•, -»°»- »" ■’«“ 
mischen ranch.,chien, Blrer goldenen llochacit“, theils 
Grafen und die «räfm von Einehe,Alton, c Pa„„ 

von der Zeiischrif, für AiierU,—H <- ^ .^c» **. . Gm-ken- 

Dr. theol. Cd, durch Vermittlung des II ' det „„re kongelige 
land, 2 Dole, Kiöbcnh. 1844, h.rtonske Ester,e ,„e, ”, ” 

„ihii’othck i Kiöhenhavn, 1»». Orestias, Trilogie a, ^ ^ 

Bröndstcd, Kiöbcnh. 1844, und dansk Bydlære og dausk Kj > Snrachlelire 

1844; endlich Herr Buchhändler Vieweg in Braunschweig Madvig s a ennsc 

nebst dessen Bemerkungen über verschiedene Punkte des Systems der Internist nt" P”® * 

lehre (Brschw. 1844) gütigst geschenkt. Wir wiederholen für diese Beweise ruiiu ic ui 

Theilnahme unsern wärmsten Dank. Mit gleicher Dankbarkeit muss ich noch eiv ' 

unsere Progammen - Sammlung theils durch die Programme der Gymnasien , die siel . 

Verein norddeutscher Schulmänner und Philologen angeschlossen haben, theils durch die Fio 

„ramme der sämmtlichen dänischen Gymnasien ansehnlich vermehrt worden ist. 

o Was die Frcijuenz des Gymnasiums anbetrifft, so betrug im letzten Semester 'ie 

-hl der Primaner 10, der 8ecu.ida.ier 7, von denen Einer in, erste» Quartal uns "°rhess, 

der Tertianer 13, der Quartaner 14, von denen Einer um Neujahr abgegangen ist, der Q. 

lauer 11 
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Zur Universität ist mit dem Zeugniss der Reife um Michaelis übergegangen 

Adolph Gustav Bley er, 
aus Altona. 

Jetzt glaubten wir zwei unserer Schüler dahin entlassen zu können. Im Rath der 

Vorsehung war es anders beschlossen. Ivan von Dadelszcn, der durch Fleiss und Betra¬ 

gen sich auf das rühmlichste bei uns auszeichnete, ward uns vor Kurzem plötzlich durch 

den Tod entrissen. Sein Andenken ist uns theuer. Jetzt wird nur der bisherige Primaner 

Caspar Theodor Kraus, 
aus Altona, 

zur Universität abgehen. Unter den obwaltenden Umständen ist er von der Abschiedsrede 
dispensirt. 

Auf diese Weise habe ich nur das Öffentliche Examen der Theilnahme unserer 

Mitbürger angelegentlichst zu empfehlen. Es wird diesmal an 2 Tagen in folgender Ord¬ 

nung mit den verschiedenen Klassen angestellt werden: 

Mittiroch : 

9—11- I. E. Cicero. B. Deutsche Literatur. F Geschichte. Br. Mathematik. 

n î 6. B. Religion. F. Xenophon. Br. Physik. Fm. Englisch. 

3—5. III. Br. Homer. Fm Geschichte. A. Cicero. S. Französisch. 

Donnerstag: 

9—11. IV. P. Gesang. A. Religion. Fm. Griechisch. A. Geographie. S. Französisch. 

H î ^ ^r' Naturgeschichte. A. Latein, Geographie und Geschichte. Hr. Rechnen. 

Zur freundlichen Theilnahme an dieser Schulfeierlichkeit lade ich im Namen des Leh¬ 

rercollegiums Se. Excellenz unsern verehrungswürdigen Herrn Protogymnasiarchen, die übrigen 

Mitglieder des hochansehnlichen Gymnasiarchal - Collegiums, den hochlöblichen Magistrat, das 

ehrwürdige Ministerium, die bürgerlichen Collegien der Stadt, die Eltern unserer Schüler, 

so wie Jeden, der sich für Wissenschaft und höhere Bildung interessirt, ehrerbietig ein. 
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Ostern IÎ543. 

Stun¬ 
den. 

Montags. Dienstags. 

ß. Religion. 
p. Cicero. 
/J. Demosthenes. 
S' Französisch. 
ßr. Physik. 
p, Tacitus. 

NO® 

g. Französisch. 
ß. Virgil. 
p. Livius. 
p. Geschichte. 
p. Homer. 
Br. Geographie. 

B. Dänisch. 
B. Religion. 
P. Cicero. 
P. Demosthenes. 
S. Französisch, 
ßr. Mathematik. 
F. Tacitus. 

Mittwochs- Donnerstags. 

Prima. 
Fm. Englisch. 
P. Cicero. 
F. Geschichte. 
P. Gr. Gr. ». Sehr. 
B. Deutsche Spr.u. 

Lit. 

SC® 

SO® 

B. Dänisch. 
K. Rechnen. 
P. Xenophon. 
Br. Mathematik. 
Br. Geographie. 

S. Französisch. 
B. Virgil. 
F. Livius. 
F. Geschichte. 
P. Homer. 
Br. Geographie. 

SO® 

Fm. Geschichte. 
A. Cicero. 

Ji. Schreiben. 
F. Xenophon. 
Br. Mathematik. 
Br. Geographie. 

Br. Mathematik. 
P. Lat. Stil. 
P. Sophokles. 
F. Geschichte. 
B. Hebräisch. 
B. Hora?. 

Sccunda. 

B. Hebräisch. 
B. Religion. 
F. Hcrodot. 
E. Cicero. 

B. Dänisch. 
P. Cicero. 
B. Deutsche Spr. 
F. Hcrodot. 
Br. Mathematik. 
F. Lat. Stil. 
Br. Physik. 

Freitags. Sonnabends. 

Br. Mathematik. 
P. Lat. Stil. 
P. Sophokles. 
F. Geschichte. 
B. Hebräisch. 
B. Hora*. 

P. Gricch. Liter. 
F. Philosophie. 
B. Platon. 
ß.Deutschc Sprache 

und Liter. 

SO® NO® 

P. Cicero. 
B. Deutsche Spr. 
F. Hcrodot. 
ßr. Mathematik. 
F. Lat. Stil. 
Fm. Englisch. 

I ß. Hebräisch, 
ß. Religion. 
F. Gr. Gr. u. Sehr. 
ßr. Mathematik. 

Tertia. 

90® 

Fm. Deutsche Spr. 
Fm- Griechisch. 
S. Französisch. 
A. Ncpos. 

Fm. Geschichte. 
A. Cicero. 

9 
äSrVjrVD 

P. Schreiben. 
Fm. Lat. Dichter. 

90® 

A. Religion. 
A. Geschichte. 
K. Rechnen. 
K. Schreiben. 
A. Latein. 
K. Zeichnen. 

Fm. Deutsche Spr. 
Fm. Griechisch. 
S. Französisch. 
A. Ncpos. 

Fm. Deutsche Spr. 
Br. Ovid. 
ß. Homer. 
A. Cicero. 
P. Singen. 

ß. Religion, 
ßr. Ovid. 
Br. Naturwissensch. 
S. Französisch. 

A. Lateinschreiben, 
F. Xenophon. 

Quarta. 

K. Zeichnen. 
Fm. Lat. Lesebuch. 

90® 

A. Religion. 
A. Geschichte. 
K. Rechnen. 
K. Schreiben. 
A. Latein. 
K. Zeichnen. 

A. Geographie. 
A. Lateinschreiben, 
ßr. Naturgesch. 
Fm. Englisch. 
P. Singen. 

90® 90® 

ß. Religion. I K. Zeichnen, 
ßr. Cäsar. Br. Cäsar, 
ßr. Naturwissensch. Fm. Deutsche Spr, 
S. Französisch. Fm. Englisch. 

P. Singen. 
A. Lat. Gramm. 
F. Gr. Gr. u. Sehr. 

90S 90® 

A. Religion 

Dänisch. 
Religion 

Fm. Lat. Lesebuch. Fm- Lat. Lesebuch 
Fm. Geschichte. 
K. Rechnen. 

Fm. Griechisch. 
K. Schreiben. 

Fm- Geschichte. 
K. Rechnen. 

A. Geographie. 
A- Lat. Gramm. 
ßr.Naturgcschichto J 
K- Math. Anfngsgr. 
P. Singen. 

Fm. Griechisch. 
K. Zeichnen. 

Quinta. 

ßr. Naturgesch. 
K. Rechnen. 
A. Latein. 
S. Französisch. 

Fm. Deutsche Spr. 
A. Geographie. 

K. Rechnen. 
A. Latein. 
K. Schreiben. 
P. Singen. 

90® 

Fm. Deutsche Spr. 
A. Geographie. 
K- Rechnen. 
A. Latein. 
K. Schreiben. 
P. Singen. 

NO® 

ßr. Naturgeschichte 
Fm. Deutsche Spr. 
X. Rechnen. 
s. Französisch. 

„ .. , 0imi.,a Un„cn während der griechischen Lectionen an dem Unterricht in der nächst 
Die Niefitsludirenden in Tcrt.a V ' FrII1,„scn der Lehrer, Theil nehmen. Am Montage von 9-10 und am Dienstage 

höheren oder nächst niedrigeren Klasse, nac beiden Klassen, am Mittwoch von 10-11 besonders denen aus Tertia An- 
von 9-10 wird Herr Kray»,mm den 1 hc lnehmern 
leitung zum kaufmännischen Rechnen ge ' 
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